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1 研究背景

N 桁の多倍長乗算を行う際, 古典的乗算法の計算量は

O(N2)であるが, 高速フーリエ変換を用いると, 計算量

が O(N logN)で済む. 高速フーリエ変換は通常複素数

で計算することが多いが, 有限体 Fp 上でも計算できる

と知り, 興味が湧いたので研究するに至った.

2 他の多倍長乗算法

2.1 古典的算法

古典的乗算法は, いわゆる掛け算の筆算のことで, 最

も基本的な多倍長乗算法である. しかし, N 桁同士の乗

算をするときの計算量は O(N2)である.

2.2 Karatsuba法

A = a1r+ a0, B = b1r+ b0 (rは基数)と表わされる

A, Bの積を求める際, Karatsuba法ではa1b1r
2+(a1b1+

a0b0−(a1−a0)(b1−b0))r+a0b0 と計算する. Karatsuba

法を繰り返し適用する事で, 計算量はO(N log2 3)となる.

3 離散フーリエ変換

N 次の変換元ベクトル x, 変換後のベクトル yに対し

ての離散フーリエ変換は 1の原始N 乗根 ζN , N 次正方

行列A (aij = ζijN , 0 ≤ i ≤ N −1, 0 ≤ j ≤ N −1), を用

いて y = Axのように表せる. また, 逆離散フーリエ変

換も N 次正方行列 B (bij = ζ−ij
N ), を用いて x = 1

NBy

のように表せる.

ある数 X, Y, Z が {xn}, {yn}, {zn}, r ≥ 2 (r ∈
N), xn = 0, yn = 0 (n ≥ N)でX =

∑2N−1
k=0 xkr

k, Y =∑2N−1
k=0 ykr

k, Z =
∑2N−1

k=0 zkr
k と表されたとする. フー

リエ変換したX, Y の係数を要素ごとにかけて逆フーリ

エ変換をすると, 普通に掛け算したのと同じ結果になる.

離散フーリエ変換の規則性を用いて計算量を削減した

離散フーリエ変換の計算アルゴリズムを高速フーリエ変

換という. 離散フーリエ変換は O(N2)だが高速フーリ

エ変換は O(N logN)になる.

4 有限体でのフーリエ変換

離散フーリエ変換に使う原始 2k 乗根を見つける際に

かかる計算量を削減する以下の命題を証明した.

素数 p = 2kn + 1 (n, k ∈ N)と ω ∈ Zについて,

ωが法 pにおいて原始 2k 乗根である

⇔ ω2k−1 ≡ −1 (mod p)

5 計算時間

実際にプログラムを作成し, 計算にかかった時間を測

定した所, 以下のようになった.

N 古典的乗算法 Karatsuba 法 複素 FFT 有限体 FFT

216 6.770s 0.452s 0.047s 0.016s

218 108.124s 3.978s 0.234s 0.062s

220 - 36.207s 1.186s 0.312s

222 - 327.462s 6.926s 1.871s

224 - - 32.120s 12.901s

225 - - 65.957s 29.781s

「-」は計算時間が非常に長くなることが予想される

ので省略した.
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