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1 研究背景

ガロア理論の本を読んでいると, 群論にぶつかった. 群論の

本を読んでみると, 群の一つの具体例としてあみだくじが挙げ

られていた. 私たちの身近にあるあみだくじが数学的にどのよ

うなものであるかに興味を持ち, 調べてみようと思った.

2 あみだくじの定義

あみだくじとは, 下記の条件を満たすもののことである：

• 上段から始まり,常に下に向かって道を辿り,下段に向かう.

• 真横に引いた横線によって隣り合う縦線が繋がったときに
は, それぞれ繋がった縦線に移る. 但し, 一本の横線で繋げ

られる縦線は必ず二本とする.

横線が 0本あみだくじを, あみだくじの原型と呼ぶ.

横線mの数が最小のあみだくじを最適あみだくじと呼ぶ.

3 あみだくじの性質

あみだくじには以下の性質がある：

• 縦棒の数 nのあみだくじの総数は n!通り

これは, 同じ結果になるあみだくじを同じものと見なすた

めである. このとき縦線 nのあみだくじの結果は, n個の

数の順列となるから, n!通りとなる.

• n!通りのあみだくじはすべて作成可能

n個の数を任意の場所に下ろせることを示せば, n!通りの

あみだくじが作れることが証明される.

• 違う場所からスタートして, 同じ所に行き着くことはない.

逆に, 同じ所からスタートして違う場所にたどり着くこと

もない.

これは, あみだくじが全単射であることと同値である. 帰

納法で, 一つの横線が局地的な互換を起こしているだけで

あることに注目して証明される.

• 横線が奇数本のあみだくじを, 偶数本の横線で作成するこ

とは出来ない.

単位元が偶置換であること, 逆元の偶奇が一致することを

用いて証明する.

4 あみだくじから群論へ

あみだくじの性質から, あみだくじは群であることが導かれ

る.

空集合でない集合 Gに演算*が定義されているとき, 次の条件

(1)～(4)を満たすならば Gは*に関して群であるという. さら

に (5)も合わせて満たすならば, Gは*に関して可換群または

アーベル群という.

(1) 演算*に関して閉じている

(2) 任意の元に対して,結合法則が成り立つ. (a∗b)∗c = a∗(b∗c)

(3) 単位元が存在する. a ∗ e = e ∗ a = a

(4) 任意の元に対して,その元に対する逆元が存在する. a∗b =
b ∗ a = e

(5) 任意の元に対して, 交換法則が成り立つ. a ∗ b = b ∗ a

あみだくじにおいて, あみだくじの合成を演算*と定義する.

あみだくじは全単射であるから, あみだくじの合成という演算

で閉じている (1, 2). 単位元とはあみだくじの原型のことであ

る (3). 任意のあみだくじと合成することであみだくじの原型

となるあみだくじは, 任意のあみだくじをひっくり返したもの

であるから存在する (4). あみだくじの合成において順序を入

れ替えると, 同じあみだくじを生成するとは限らない (5).

あみだくじは群であるが, 可換群ではないことがあみだくじの

性質によって証明される.

5 今後の課題

あみだくじから群論の世界に踏み込んだが, 群論は奥が深く

まだ理解できていないことも多い. これからも勉強を続け, 群

論と, その先のガロア理論を理解することに努めていきたい.
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