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1 研究背景

素数が自然数列上でどのように分布しているかは, 紀元前か

ら現代に至るまで脈々と研究されているにもかかわらず, 未だ

に完全把握 (n番目の素数を出力する関数)は見つかっていな

い. しかし, 素数の分布に関する重要な手がかりがいくつか知

られており, その中で最も有名とされている素数定理について,

学習したので, 今回はそれを発表する.

2 証明の流れ

今回は初等的に証明する. 具体的には, 関数 (主に整数論的)

を必要なだけ定義し, Abelの変形法を使って必要な不等式を示

し, Selbergの不等式によって, |R(x)|を評価することで, 素数

定理を証明する.

2.1 関数の導入

証明に必要な関数:

π(x) =
∑
p≤x

1,

Λ(n) =


log p (n = pa, a > 0)

0 (n ̸= pa, a > 0)

0 (n = 1)

,

ϑ(x) =
∑
p≤x

log p (x ≥ 1),

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n) (x ≥ 1)

等を定義し, それぞれの関数の性質を調べる. そして,

c1 ≤ ϑ(x) ≤ c2 (1)

であることを示し, (1)を用いて,

ϑ(x) ∼ x (x→ ∞) (2)

を示す. (2)が素数定理が同値であることが特に重要である.

2.2 Abelの変形法

定理 2.1 (Abelの変形法). an(n ∈ N)は与らえれた実数また
は複素数の列とし

A(t) =
∑

n0≤n≤t

an (0 ≤ n0, 0 < t)

とおき, f(t)は n0 < tに対して定義された任意の関数とする.

また, f(t)が n0 < tにおいて連続な導関数をもつならば∑
n0≤n≤x

anf(n) = −
∫ x

n0

A(t)f ′(t) dt+A(x)f(x)

が成り立つ

Abelの変形法を用いていくつかの不等式を示される.

2.3 Selbergの不等式

Abelの変形法を用いて示した不等式を使って,

θn :=
∑
d|n

µ(d) log2
n

d

の和を二通りの方法で計算する. これにより, Selbergの不等式:

ϑ(x) log x+
∑
p≤x

ϑ

(
x

p

)
log p = 2x log x+O(x) (3)

が証明される.

2.4 |R(x)|の評価

Selbergの不等式を用いて,

R(x) := ϑ(x)− x

の絶対値を評価する. そして, |R(x)|の評価を厳しくしていく
ことで, (2)を証明する.

3 今後の課題

今後は, さらに精度がよく, 扱いやすい (計算しやすく, でき

れば微分可能な)関数で π(x)に近づいていく曲線を自分で見つ

けたい. 具体的には, Weierstrassの多項式近似定理や π(x) ≤
cx/ log xなどをもとに数式処理ソフト等で探したい.
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