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研究背景

以前より興味のあった幾何学の一分野である多様体論につい

て研究しようと考えた. 進めるにあたり, 線形代数, 微分積分,

集合と位相, 群論などの初歩的な知識が必要となる. しかし, 土

台となる知識が足りないことを強く実感した. そこで, 前半は

多様体を学習するために必要な基礎知識を, 後半は多様体の基

礎について講義形式でまとめた.

1 多様体とは

平面に対しては原点 O を決定すれば, 直交座標系 (x, y)や,

極座標系 (r, θ) などを描くことでき, 平面上の勝手な点 p は,

(2, 7)や (4, π3 )などの 1対 1対応した座標が得られる. 次に球

面を考える. 球面には直交座標系を描くことは出来ないが, 球

面の限られた領域ならば, 曲線座標系を描くことが出来る. 球

面などの空間の限られた範囲に描かれた座標系を局所座標系と

いう. 平面や曲面から一般次元に拡張した空間を考え, どこで

も好きな場所に局所座標系が描ける様な空間を多様体という.

2 位相

距離空間で定義したX を空でない集合, DをX の部分集合

系とする.

(1) X,∅ ∈ D

(2) O1, O2 ∈ D → O1 ∩O2 ∈ D

(3)
∪
λ∈Λ

Oλ ∈ D

Dが上記の 3つの条件を満たすとき, DをXの位相, 組 (X,D)

を位相空間という.

位相空間 (X1,D1), (X2,D2)に対して, 全単射な連続写像 f :

X1 → X2が存在し, 逆写像 f−1も連続なとき, f を同相写像と

いう. 同相写像 f : X1 → X2が存在するとき,X1, X2は同相で

ある, または位相同型であるという.

X を位相空間とする. X の異なる 2点を開集合で分離するこ

とをができるとき, つまり, 任意の異なる 2点 x, y ∈ X に対し

て, X の開集合 U, V が存在し,

x ∈ U, y ∈ V, U ∩ V = ∅

を満たすとき, X をハウスドルフ空間という.

3 位相多様体

M をハウスドルフ空間とする. M の任意の点が Rn の開集

合と同相な近傍を持つとき, すなわち, 任意の点 p ∈M に対し

て, pを含む開集合 U , U ′ ⊂ Rn,同相写像φ : U → U ′が存在す

るとき, を位相多様体という.

組 (U,φ)をM の座標近傍, φを U 上の局所座標系という. φ

を関数 x1, x2, · · · , xn : U → Rを用いて, φ = (x1, x2, · · · , xn)
と表しておくとき, p ∈ U に対して, (x1(p), x2(p), · · · , xn(p))
を pの局所座標という.

4 Cr級可微分多様体

M を位相多様体とする. 位相多様体の定義より, M の座標

近傍からなる集合族 (Uα, φα)α∈A が存在し,

M =
∪
α∈A

Uα

と表すことができる. (Uα, φα)α∈A をM の座標近傍系という.

(U,φ), (V, ψ)をM の座標近傍とし, U ∩ V ̸= ∅であると仮
定する. このとき, φ の U ∩ V への制限は同相写像 φ |U∩V :

U ∩V → φ(U ∩V )を定める. 同様に ψの U ∩V への制限は同
相写像 ψ |U∩V : U ∩ V → ψ(U ∩ V )を定める. このとき, φ−1

と ψの合成写像は

ψ |U∩V ◦φ−1 |U∩V : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

と定め, (U,φ)から (V, ψ)への座標変換という.

M を (Uα, φα)α∈A をM の座標近傍系とし, Uα ∩ Uβ ̸= ∅と
なる任意の α, β ∈ Aに対して座標変換:

φβ | Uα ∩ Uβ ◦ φα | Uα ∩ U−1
β : φα(Uα ∩ Uβ) → φα(Uα ∩ Uβ)

ψが Cr 級のとき, 組 (M,S)または, M をCr級微分可能多様

体といい, S をCr 級座標近傍系という.

今後の課題

今回扱った多様体論は, 実数での範囲で定義し, 多様体も具

体的で理解しやすい. そこで今後は, 複素数の領域も含まれる

複素多様体論を研究していきたい.
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