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研究動機

以前から選択公理に興味があり,それに関する本を読み進めていたとき,「1つのボールを

有限個に分割して元のボールと同じ形,同じ大きさなるように組みなおせる」ことをいって

いる定理を見つけ,あまりにも感覚とあっていないことに興味をもった.

1 歴史

1914年 Felix Hausdorffによって発表された論文 (Hausdorffの定理*1)が Banachと Tarski

による共同研究のきっかけとなった.

Hausdorff の定理が発表されれから 10 年後に Banach と Tarski は独自に球面全体の複製

を許す球面全体に対するパラドックスに拡張する方法を発見した. そして彼らはパラドック

スが球体にまで拡張されることを示した. これが Banach-Tarskiの定理 (パラドックス)と知

られている定理で球体を有限個に分解され,元の大きさの球体が 2つに出来るように組み立

てなおすことが出来るというものである. またこの定理と同値なもので先のものを複製バー

ジョンとするなら強形バージョンまたは拡大バージョンとにあたる強 Banach-Tarskiの定理

では,小さな豆を有限個に分解して,どんな形のどんな大きさの物体にも組み立てなおすこと

が出来ることを主張している.

しかし数学の用語を用いずにこの定理を幾何学的な簡単な用語で述べることが出来たとい

う事実は, より多くの人の目に届くものになった. この証明が選択公理に依存することと結

論が奇妙なものであることにより, 数学者の間で物議をかもしだした. 一方, 一般の人には,

この結論だけが注目され「一人の激怒した市民がイリノイ州の学校でこの結果を教えること

を禁止することをイリノイ議会に要求した」ということもあったようだ.

それから 40年間,集合論,選択公理, Banach-Tarskiの定理に関する論争は解決しないまま

激しくなったが,最終的に Kurt Gdelと Paul Joseph Cohenの業績がこの物語に終止符を打つ

形となった.

2 Banach-Tarskiの定理

2.1 Banach-Tarskiの定理って何

この定理がいっていることは 1 つのボールを 5 等分し, 元のボール同じ形, 同じ大きさの

ボールを 2つ作れることを主張している. 一見するとこの定理は現実的ではなく非常に理解

しがたいのと感じる. ここではこの定理が成り立つことを証明し, 発表では証明の概略を説

明する.

*1 P.2定理 2.1参照
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図 1 1つの球体から 2つの球体をつくる

2.2 準備

定理 2.1 (Hausdorffの定理).
2次元球面 K を 3つの部分集合 A, B,C に分割して, A, B,C および B ∪ C が互いに合同と

なるようにすることが出来る.

証明大要. φを 1つの軸のまわりの 180◦ の回転, ψをこれと異なる軸のまわりの 120◦ の回

転とする. φ, ψ, ψ2 によって生成された回転群 Gを考える. その要素は

1 | φ, ψ, ψ2 | φψ, φψ2, ψφ, ψ2φ | · · · · · · (2.1)

のように表すことができる. 回転軸を適当に選んで,

φ2 = ψ3 = 1 (1は恒等変換)

以外に φと ψの間に関係がないように出来る. このことから, (2.1)に記した形の表現

φkψi1φψi2φ · · ·ψin−2φψin−1φl (k, l = 0, 1; i1, · · · , in−1 = 1, 2; n ≥ 1) (2.2)

は,形式的式が異なれば実際に異なる要素であることがわかる. (2.2)は球面の回転であるか

ら, 1以外のものの不動点は 2個,従って, Gによる不動点全体の集合 Qは可算集合である.

ここで (2.1)を, (ρを G の任意の要素として)ρ, ρφのうちの一方を Aに,他方を B ∪ C に;

ρ, ρφ, ρφ2 を適当に A0, B0,C0 に分割する. まず, 1 ∈ A0, φ ∈ B0, ψ ∈ B0, ψ
2 ∈ C0 とする. (2.2)

の生成元の個数が n個のとき上記の割り当てが出来たと仮定する. ρを n個の因子の積とす

るとき, n + 1個の積について:

(i) ρが ψまたは ψ2 で終わるときの ρφ. ρがクラス A0, B0,C0 のどれかに属するかに従っ

て, ρφをそれぞれ B0, A0, A0 に割り当てる.

(ii) ρが φで終わるときの ρψ. ρがクラス A0, B0,C0 のどれかに属するかに従って, ρψを

それぞれ B0,C0, A0 に割り当てる.

(iii) ρが φで終わるときの ρψ2. ρがクラス A0, B0,C0 のどれかに属するかに従って, ρψ2

をそれぞれ C0, A0, B0 に割り当てる.

これを表にすると次のようになる.
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A0 : 1 ψφ, ψ2φ, φψ2 φψφ · · ·
B0 : φ, ψ φψ2φ, ψφψ, ψ2φψ · · ·
C0 : ψ2 φψ ψφψ2, ψ2φψ2 · · ·

さて, P = K − Qとおく, Pの各点は G − {1}の要素によって異なる点に移る. そこで

Px = {xρ | ρ ∈ G} (x ∈ P)

と定義すれば, x, y ∈ Pに対し

Px = Py ∨ Px ∩ Py = ∅

となること, すなわち Px たちは P の分割であることが容易にわかる. そこで選択公理によ

り,各 Px から一点ずつ選んで, {Px | x ∈ P}の選択集合 M を作る. このとき

P = ∪{Mρ | ρ ∈ G}

であるから, Gの分割 G = A0 ∪ B0 ∪C0 を使って Pを次のように分割できる:

P = A ∪ B ∪C

ここに,

A = MA0 = M ∪ Mψφ ∪ Mψ2φ ∪ Mφψ2 ∪ · · ·
B = MB0 = Mφ ∪ Mψ ∪ Mφψ2φ ∪ · · ·
C = MC0 = Mψ2 ∪ Mφψ ∪ · · ·

ここで,ちょうど

Aφ = B ∪C, Aψ = B, Aψ2 = C

となる. ゆえに, A, B,C, B ∪C は互いに合同である.

□

定義 2.2.

(1) X = Y ⊔ Z ⇔ X = Y ∪ Z かつ Y ∩ Z = ∅
(2) X,Y ⊂ R3 を有界部分集合とする. このときある r = (a, b, c) ∈ R3 が存在して

X ∩ (Y + ε) = ∅(Y + ε : = {(x + a, y + b, z + c) | (x, y, z) ∈ Y})とできる. この rを使って

X ⊕ Y : = X ⊔ (Y + ε)と定める.

定義 2.3.
X,Y ⊂ R3 が分割合同

⇐⇒ ある n ∈ N と Xi,Yi ⊂ R3, σi ∈ G3(0 ≤ i ≤ n) が存在して X = X0 ⊔ · · · ⊔ Xn,Y =

Y0 ⊔ · · · ⊔ Yn,Yi = σiXi.
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命題 2.4.

(1) 分割合同 ∼は同値関係
(2) X0 ∼ Y0, X1 ∼ Y1 ならば X0 ⊕ X1 ∼ Y0 ⊕ Y1 である. 特に X0 ∩ X1 = ∅,Y0 ∩ Y1 = ∅なら
ば X0 ⊔ X1 ∼ Y0 ⊔ Y1 となる.

定義 2.5.
X を集合とする. 有限列の集合 {x1 · · · xn | n ∈ N, xi ∈ X ∪ X−1} に積を列の集合

(x1 · · · xn)(y1 · · · ym) : = x1 · · · xny1 · · · ym で定めるとこれは群になる (但し, x と x−1 が隣

り合ったときはキャンセルし,空文字列を単位元とみなす). これを X で生成される自由群と

いう.

二次元集合 {ρ, τ}で生成される自由群を F2 とかく.

命題 2.6 (Banach-Tarskiの定理).
B : = {(x, y, z) ∈ R | x2 + y2 + z2 ≤ 1}とすれば B ∼ B ⊕ B.

証明.

命題 2.7.
S 2 ∼ S 2 ⊕ S 2 とする. このとき B ∼ B ⊕ B.

証明. S 2 = X0 ⊔ · · · ⊔ Xn, S 2 ⊕ S 2 = Y0 ⊔ Yn, Yi = σiXi とする. X ⊂ S 2 に対して X̄ : = {tx |
x ∈ X, 0 < t ≤ 1}とすれば S̄ 2 = B \ {O}となり, B \ {O} = X̄0 ⊔ · · · ⊔ X̄n, B \ {O} ⊕ B \ {O} =
Ȳ0 ⊔ · · · ⊔ Ȳn, Ȳi = σX̄i である. 故に B ∼ B \ {O} ∼ B \ {O} ⊕ B \ {O} ∼ B ⊕ Bである. □

ゆえに,後は S 2 ∼ S 2 ⊕ S 2 を示す.

命題 2.8.
W(σ) : = {x1 · · · xn ∈ F2 | x1 = σ}と置けば

F2 = {1} ⊔W(ρ) ⊔W(ρ−1) ⊔W(τ) ⊔W(τ−1)

= W(ρ) ⊔ ρW(ρ−1)

= W(τ) ⊔ τW(τ−1)

命題 2.9.
選択公理を仮定する. F2 が集合 X ⊂ R3 に自由に作用しているとき,ある A, B ⊂ X 存在し

て A ⊔ B ⊂ X, X ∼ A ∼ B.� �
※ 群 Gの X への作用が自由である.

⇔任意の g ∈ G, x ∈ X に対して「gx = x⇐ g = e」� �
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証明. X に同値関係 R を「xRy⇔ ある σ ∈ F2 が存在して y = σx」で定める. 選択公理

により商集合 X/R の完全代表系 M を取ることが出来る. すると作用が自由であるから

X =
⊔
σ∈F2

σM となる.

A0 : =
⊔

σ∈W(ρ)

σM, A1 : =
⊔

σ∈W(ρ−1)

σM, A : = A0 ⊔ A1

B0 : =
⊔

σ∈W(τ)

σM, B1 : =
⊔

σ∈W(τ−1)

σM, B : = B0 ⊔ B1

と置けば, X = A0⊔ρA1 = B0⊔τB1 ⊃ A0⊔A1⊔B0⊔B1であるから A⊔B ⊂ Xかつ X ∼ A ∼ B

となる. □

定義 2.10.
A, B ⊂ R3 に対して二項関係 ≾を次のように定める.

A ≾ B⇔ ある B′ ⊂ Bが存在して A ∼ B′.

命題 2.11 ((Banach-Bernstein-Schröderの定理).
A ≾ Bかつ B ≾ Aならば A ∼ B

証明. A ∼ Bのとき,全単射 f : A → Bで「任意の A′ ⊂ Aに対して A′ ∼ f (A′)」を満たすも

が取れることに注意しておく.

A ≾ B かつ B ≾ A とする. ある A′ ⊂ A と B′ ⊂ B が存在して A ∼ B′ かつ B ∼ A′

である. よって, 全単射 f : A → B′ と g : A′ → B で先の条件を満たすものが取れる.

A0 := A \ A′, An+1 := g−1 ◦ f (An), X :=
∞⊔

n=0

と定める.

X ⊂ A, A \ X ⊂ A′ だから X ∼ f (X), A \ X ∼ g(A \ X) である. 従って, A = X ⊔ (A \ X) ∼
f (X) ⊔ g(A \ X) = Bがわかる. □

命題 2.12.
R3 の原点を中心とする回転がなす, G3 の部分群を S O(3)で表す. S O(3)は F2 と同型な部

分群を持つ.

証明. θ = arccos
(

1
3

)
として, R3 の z軸を軸とする θ ラジアンの回転を ρ, x 軸を軸とする θ

ラジアンの回転を τ とすれば, ρ, τ が生成する S O(3) の部分群は ρ, τ が生成する部分群 F2

であることがわかる. □

この命題により, F2 ⊂ S O(3) とみなせば, F2 は球面 S 2 に作用する. 各元 σ ∈ F2 の不

動点 x ∈ S 2 はちょうど 2 つある. よって, D := {x ∈ S 2 | あるσ ∈ F2が存在してσx = x}
は可算集合である. このとき F2 は X := S 2 \ D に自由に作用する. ゆえに命題 2.9 か

らある A, B ⊂ X, A ∩ B = ∅ が存在して A ∼ X かつ B ∼ X である. A, B の取り方か

ら X ∼ B ⊂ X \ A ⊂ X, 即ち, X ≾ X \ A かつ X \ A ≾ X であるから命題 2.11 により
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X \ A ∼ X が分かる. 改めて B := X \ A と書き直せば, X = A ⊔ B ∼ A ∼ Bが分かる. 即ち,

S 2 \ D ∼ (S 2 \ D) ⊕ (S 2 \ D)である.

命題 2.13.
S 2 ∼ S 2 ⊕ S 2

証明. σ ∈ S O(3)で D, σD, σ2D, · · · が互いに素となるものが存在する.� �
∵) Dを通らない,原点を通る直線 l ⊂ R3 を一つ取る. 正整数 n > 0と x ∈ Dに対して

A(nP) := {θ ∈ (0, 2π) | lを軸とするθラジアン回転をσとすればσn(P) ∈ D}

とかくと A(n, P)は可算集合である. 故に A :=
∪∞

n=0
∪

P∈D A(n, P)は可算集合である.

故に, (0, 2π) \ A , ∅であるから θ ∈ (0, 2π) \ Aを一つ取り lを軸とする θラジアンの回

転を σ ∈ S O(3)とすればこれが条件を満たす.� �
このとき Y := S 2 \

 ∞∪
n=0

σnD

と置けば S 2 = Y ⊔
 ∞∪

n=0

σnD

 ∼ Y ⊔
 ∞∪

n=0

σn+1D

 = S 2 \ Dであ

る. 故に, S 2 ∼ S 2 \ D ∼ (S 2 \ D) ⊕ (S 2 \ D) ∼ S 2 ⊕ S 2 となる. □

以上より B ∼ B ⊕ Bが示された. □

3 強 Banach-Tarskiの定理

命題 3.1 (強 Banach-Tarskiの定理).
内部が空でない有界部分集合 X,Y ⊂ Rに対して X ∼ Y

証明. 仮定によりある球体 K, Lが存在して X ⊂ K かつ L ⊂ Y となる. n ∈ Nを十分大きく取
り, Lの n個のコピー L1, · · · , Ln で K を被覆する. このとき X ⊂ K ≾ L1 ⊕ · · · Ln ∼ L ⊂ Y よ

り X ≾ Y が分かる. 同様にして Y ≾ X だから X ∼ Y となる. □

今後の課題

学習不足により, 理解しきれていない部分が出来てしまった, 今後は全体の流れを見直し,

証明に必要な分野の学習もしていきたい.
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