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はじめに

はじめに

本発表では古典電磁気学で得られた諸成果を解析力学的に整備する. すなわち
Lorentz力を与える荷電粒子の Lagrangianを (通常の方法では与えられないが)
構成し,最小作用の原理を場の方程式に拡張することで Maxwell方程式を与える
電磁場の作用なるものを与えたりということを行う. これによって,古典論におい
ていっそう解析力学の適用範囲が拡張される.
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一般化ポテンシャル

一般化ポテンシャル

Lorentz力のような速度に依存する非保存力に対して最小作用の原理を満たすよ
うに一般化ポテンシャルを定義する.
具体的には Lagrangianが L = 1

2 mq̇i
2 − U(qi, q̇i)であるとして作用が停留する (す

なわち Lagrange方程式が成り立つ)ためには以下を満たす U を一般化ポテン
シャルとすればよい.1

Fi = −
∂U
∂qi
+

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)

1 index i は粒子を識別するものである.
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荷電粒子の Lagrangian

荷電粒子の Lagrangian

Lorentz力に対する一般化ポテンシャルは U = q(ϕ − v ·A)である.
実際, ∂(v·A)

∂r = (v ·∇)A + v×B, ∂(v·A)
∂v =

(
A· ∂
∂v

)
v +A×

(
∂
∂v ×v

)
= Aより以下が成

り立つ.23

F = −qgradϕ + qgrad(v ·A) − d
dt

(
q
∂(v ·A)
∂v

)
= −qgradϕ + q(v×B) − q

(
dA
dt
− (v ·∇)A

)
= −qgradϕ + q(v×B) − q

(
dA
dt
− ∂A
∂x

dx
dt
− ∂A
∂y

dy
dt
− ∂A
∂z

dz
dt

)
= q(E + v×B)

よって荷電粒子の Lagrangianは L = 1
2 m|v|2 − q(ϕ − v·A)であり, rに対する共役

運動量は p = mv + qAであるから Hamiltonianは H = 1
2 m|v|2 + qϕである.

ここでもちろん, Lagrangianはゲージ不変である.

L′ =
1
2

m|v|2 − qϕ′ + qv ·A′ = 1
2

m|v|2 − qϕ + q
∂χ

∂t
+ qv ·A + q

dr
dt
∂χ

∂r
= L + q

dχ
dt

2grad(a·b) = (a·∇)b + (b·∇)a + a × rotb + b × rota を利用した.
3Lagrange 形式では r と v は互いに独立であることに留意されたい.
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Maxwell 方程式と電磁場テンソル

Maxwell方程式と電磁場テンソル

Maxwell方程式は以下で表される.4

∂ν f µν = −µ0 jµ, ∂ρ fµν + ∂µ fνρ + ∂ν fρµ = 0

実際,以下の計算から第 1式は電場に関する Gaussの法則と Ampereの法則で
あるし,第 2式は磁場に関する Gaussの法則と電磁誘導則であることが確かめら
れる.

∂ν f 0ν = −div
E

c
, ∂ν f 1ν =

1
c2

∂Ex

∂t
− ∂Bz

∂y
+
∂By

∂z

∂3 f 12 + ∂1 f 23 + ∂2 f 31 = −divB, ∂0 f 12 + ∂1 f 20 + ∂2 f 01 = −1
c

(
∂Bz

∂t
+
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)

4第 2 式は Bianch 恒等式と呼ばれる.
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電磁場の作用

電磁場の作用

最小作用の原理を拡張することで場の作用 (action of field)を定義する. 場の作用
は以下で構成される.

S = S matter + S f ield + S int

ここで (運動の軌道が固定された上で)場を変関数としたときの停留が場の方程式
であるような汎関数を場の運動項と物質と場の相互作用項の和と定義し, (場を固
定した上で)一般化座標を変関数としたときの停留が 4元運動方程式であるよう
な汎関数を物質の運動項と物質と場の相互作用項の和と定義する.
このとき,電磁場の作用は以下である.

S = −Σmc2
∫

ds +
1

4µ0

"
f µν fµνd3rdt +

"
jµAµd3rdt

もちろん,この作用から Maxwell方程式と荷電粒子の 4元運動方程式が導出さ
れる.
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