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研究背景

今とある多様体にはまっていて,その内容にちょっとした試行的要
素があるのだが,ユークリッド空間内の多様体というのはどんな感
じなのか,あるいはユークリッド空間内の多様体上の関数を考える
時も,ユークリッド空間内の多様体と線形部分空間の位置関係を考
える時も多様体のパラメータ表示が重要であることを見極めまし
た.ここで,微分可能多様体の定義を与える契機を説明したいと思
います.
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定義 3.1.1

定理

Mが n次元 (微分可能)多様体であるとは, Mがハウスドルフ空間
であり次のような開近傍U(の集合)とUから n次元ユークリッド
空間の開集合への同相写像がある.ちなみに, (U, ε)を局所座標ある
いは座標近傍,その集まり (U, ε)を局所座標系と呼ぶ.
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例 3.1.4

ユークリッド空間内の多様体といってこれまで議論してきたもの
は,微分可能多様体である. ユークリッド空間は,もちろんハウスド
ルフ空間としてユークリッド空間内のハウスドルフ空間である.
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研究方針

n次元多様体 M, n′次元多様体 M′が与えられると,それらの直積空間
(direct product)は M × Mは自然に n + n′次元多様体となるただし直積空
間の位相は, M, M′の開集合U,U′の直積U ×U′のの任意個の和集合を開
集合とすることで定まる.
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n次元位相多様体について

n次元位相多様体 Mの座標近傍 S が次の性質を持つとき S を MのC∞級
座近傍と呼ぶ α, βに対して, (Ua, ψa),(Ub, ϕb)における局所座標系の座標
の変換を決める n変数の関数がそれぞれ r回連続微分可能である.また,
すべて解析的のときには S をC∞級座標近傍系という. ここで,アファイ
ン空間の概念を上げたいと思う.
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可微分多様体の例

Rnは解析多様体である.実際, Rnの開被覆として Rn自身だけをとり, Rn

の Rnへの恒等写像を rとすれば, (Rn,r)が RnのC∞級座標近傍であるの
は自明アファイン空間というものは, Rnの座標 x1, · · · , xnが Rn 全体での
局所座標系としたとき, Rnを可微分多様体と考えたものをさす.
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曲線座標系について 1

Uを Rnの開集合, f 1, · · · , f nを Uで定義されたCr級の実数値関数とす
る.写像 x→ f (x) = ( f 1(x), · · · , f n(x))(x ∈ U)が Uから Rnの中への 1:1の
写像であって関数行列式 D( f 1,··· , f n)

D(x1,··· ,xn) が Uの各点で 0でないと仮定する.

山岡史弥 (数理科学科 2 年) 多様体学習のおける考察 2019/11/01 8 / 18



曲線座標系について 2

逆関数の定理により, f (U)は Rnの開集合で f −1: f (U)→ UもC∞級であ
る.このことは, (Rn,r),(U, f )がアファイン空間のC∞級の座標近傍系であ
ることを意味する.ゆえに, ( f 1, f 2,,,,,,, f n)はアファイン空間の局所座標系
であって,普通曲線座標系と呼ばれている.
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位相空間 S nについて 1

(x, y)平面 R上の円を S で表し,S に Rの部分空間としての位相を入れる.
U1=p=(x,y) ∈ S —y > 0
V1=p=(x,y) ∈ S —y < 0
U2=p=(x,y) ∈ S —x > 0
V2=p=(x,y) ∈ S —x < 0
とおくと,各 Uiは開集合であって U1 ∪ U2 ∪ V1 ∪ V2=S である.
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位相空間 S nについて 2

UiVi(i=1,2)から開区間 I = {t| − 1 < t < 1}への写像 ϕiを
ϕ1(x, y)=x,ϕ2(x, y)=yより定めると ϕi(x),ϕ2(x)はそれぞれ Ui,Viから Iへの
同相写像である.
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射影空間

Rnから原点 0を除いた集合 Rn+1を次のように同値関係を定義する.すな
わち 2点 x = xi,y = yiが同値とは 0でない実数 λが存在して x=λyすなわ
ち xi = λyi(i = 1, 2 · · · n + 1)となることであるとする.この同値関係による
同値類の集合を Pnであらわす.Rn + 1-0の点 xを含む同値類を S (x)で表
すと,S は Rn + 1-0からの Pnの上への写像である.また, Pnの元 S (x)に Rn

の原点をとおる直線 txを対応させるとこの対応は 1対 1の対応となり Pn

を Rnの原点をとおる直線の全体の集合と考えることができる.ちなみに
Pnのことを n次元 (実)射影空間と呼ばれる.
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開部分多様体

MをCr多様体, Dを Mの開集合,MのCr級座標近傍系を {(Ua, ϕa)}とす
る.Ub=Ub=Ub ∩ Dとおき, ϕaを Ubに制限したものにすると DのCr級座
標近傍系となり, DはCr多様体である.Dを, Mの開部分多様体と呼ぶ.
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積多様体

M,Nを m次元および n次元のCr多様体, {(Ua, ϕa)}, {Vi, ϕi}をそれぞれ M,
NのCr級座標近傍系とする.まず,直積集合 M × NにM,Nの直積空間と
しての位相を導入すると, M × Nはハウスドルフ空間となる.
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トーラス

Sの n個の値 S × S · · · S は n次元解析多様体である.これを T nという記
号で表し, n次元トーラスという.
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可微分関数と局所座標系

ここで, n次元Cr級多様体とする.ただし 1¡r¡∞ ,または r=ωとする. Uを
Mの開集合,fを Uで定義された（実数値）連続関数をMのCr級座標近
傍系とする. Uの点 pの近傍 Vを十分小さくとるとある添え字 α ∈ Aに
たいして V ∈ Ua ∩ Uであるようにできる.
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C s級関数

Rnの開集合で定義された関数が ϕa(p)の近傍でCs級であるとき, f は U
の点においてCs級であるという.最初のスライドに戻るが,この定義は p
∈ Uaなる α ∈ Aの選び方によらない. f が Uの各点においてCs級のと
き, f をU上のCs級関数と呼ぶ. 特に各Uaでの局所座標 xa(i=1,2,,,,,n)は
U上のCr級関数である.さて f を Mの点 pの近傍においてCs級とす
る.p ∈ Uaとすると ϕa(p)の近傍において表す式は以下の様になる.
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点 pにおける近傍の式

f (ϕa(u))=Fa(u · · · un)

となる.ここに Faは n変数 u,,,,,,unのCn級関数である.q=ϕa(u)とおくと
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